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Introduction

L’une des motivations principales du cours est de comparer, en apprentissage statistique, des données sous formes
de distributions de probabilités, souvent discrétes (nuages de points). On peut penser au transport optimal comme
de l'apprentissage non-supervisé : comment associer une distribution de probabilité paramétrique ay a une probabilité
observée § sur un groupe de points. Dans ce cours, les lettres grecques sont réservées aux distributions de probabilités
et les lettres latines aux points. Pour ce faire, on va faire une association de densité ming D (g, 8) qui prend en compte
une métrique d. L’idée étant d’utiliser la métrique d pour définir la métrique D, en utilisant la structure de ’espace
sous-jacent pour les données. Il faut voir le transport optimal comme un mécanisme d’élévation de I’espace des données

vers un espace de probabilité, de sorte que D = d lorsqu’on considere des diracs.

1 Probleme de Monge

1.1 Formulation de Monge

Le probleme est a été défini pour le but militaire de construire des murs avec des sacs de sables déplacés par des
soldats, par Gaspard MONGE, dans un papier & I’académie des sciences.

Commencgons par un exemple : si on part d’un ensemble de 3 points z1, .. ., z3 et qu’on veut atteindre y1, . . ., y3, quelle
est la manicre optimale de donner une bijection dont le cotit du déplacement est minimal 7 On cherche T' : x; — Y, (;)

pour o € Gs.

Définition 1.1 Le probleme de Monge est le probleme d’optimisation suivant :

M = min Zci,o(i) (Monge)

ou C' € R™™. On dit que M est I'assignation optimale.

En général, on définit C; ; = c(x;,y;), et ¢ sera généralement la distance géodésique sur une variété, ou une puissance
de la norme p sur R%. Il n’y a pas besoin de supposer que z et y appartiennent aux mémes espaces X et ).

11 est clair que le probléeme de Monge est combinatoirement complexe, puisque |&,,| = n!. Monge, historiquement, a
proposé des liens avec I'optique. L’académie des sciences a proposé un prix a celui qui réussirait a proposer une solution
(entendre de nos jours, algorithme polynomial pour la réponse). Aujourd’hui, nous avons un algorithme en O(n?), qui

est optimal dans le pire cas.
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1.1.1 Zoologie de Sous-Problémes

Dans cette section, on va s’intéresser a quelques sous-problémes spécifiques, dont le résultat est calculable.
Cas 1-D Ici, on suppose que X =Y =R, et que ¢(z,y) = h(z — y) pour h convexe. En général, on aura c¢(x,y) =
|z — y|” avec p > 1. Monge avait étudié le cas p = 1 qui est de loin le plus difficile.

Dans ce cas, la solution est 'arrangement croissant : application T' définit ci-dessus est croissante. On trie

les points de gauche a droite et on assigne le plus petit x; au plus petit y; et ainsi de suite :

Théoréme 1.1 Dans le cas 1-D, si M vérifie :

T <Tj = Ym) < YM()

alors M est une solution de (Monge).

Démonstration. Si la propriété n’est pas vérifiée, alors il existe (i,7’) tels que (v; — i) (Yo (i) — Yo(ir)) < 0 et en

composant o par la transposition 7; ;s on obtient :

h(Zi = Yr(o@i)) + P (T = Yr(o(iry) < M@ = Y(o() + MTir = Yo(ir))
par convexité de h. |

I Corollaire 1.1 Dans ce cas, on a une complexité en O(nlogn), en utilisant un algorithme de tri.

R Dans le cas ou h est strictement convexe, tous les arrangements optimaux sont croissants, et donc on a
I'unicité de la solution M dans le cas ou tous les points sont distincts.

Ce cas intervient notamment dans le cas ou par exemple on veut comparer deux groupes de niveaux, ou l’égali-
sation en niveaux de gris de deux histogrammes de luminance (balance des blancs).

L’algorithme ne se généralise pas en deux dimensions, puisque les trajectoires ne peuvent pas se recouper pour
un arrangement optimal (par 'inégalité du parallélogramme) mais que cette propriété n’implique pas 'optimalité
de la solution. Pire, il peut exister un nombre exponentiel de solution non-optimales dans ce cas.

Couplage Dans le cas ou on peut modéliser le probleme par un probléme de couplage de graphes, on peut utiliser

I'algorithme hongrois pour obtenir une solution en O(n?).

1.2 Formulation de Monge Continue

Ici, on va s’intéresser a des mesures boréliennes a € M(X), 8 € M(Y), pour X, des espaces métriques. Pour des
questions de facilité, on supposera X, Y compacts, et pour 'optimisation on les supposera de plus complets, généralement
des parties de R%. Lorsqu’on aura besoin de retirer I’hypothése de compacité, on ne demandera de X et ) que d’étre
des espaces polonais. On suppose de plus que a et [ sont des mesures de probabilité (positives et de somme 1). On

notera I'espace de mesures de probabilité ML (X) = P(X).

Théoréme 1.2 — Riesz-Markov Si X" est un espace polonais, et C.(X') est I’ensemble des fonctions continues a support

compact sur X muni de la norme |||  :

Démonstration. On utilise pour identification le produit scalaire : (f, o) = [ f dav. ]

C’est une généralisation du Théoreme de Riesz sur un espace de Hilbert. Quelques exemples :
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Discréte o = Y a;0,, ou a € A,,. On appellera souvent le vecteur a ’histogramme, et le vecteur (§) le nuage de

[a[S ] =S ais)

Continue/A densité Si a = p,f a densité p, par rapport a g :

points. Par linéarité, on a :

[ @ da@ = [ f@pae)as(o)

C’est-a~dire : (-, ) = (- X pq4, f). On notera ceci a << S.

Le produit scalaire défini ci-dessus induit une norme duale dite norme de variation totale :

lall, = llallzy = sup {f, @)
171l <1

Proposition 1.1 Pour «, 8 € M(X) :

lo = Bllpy = lo— Bl () = /X d(jo— 8))(x)

Quelques exemples :

Discréte Si oo = Y a;0,, et 8= > b;dy, on a,b € A, (ici, on suppose que les nuages de points sont égaux, mais
pas que les a;, b; sont non nuls) :

o = Bllpy = Z lzi — il

i

Continue/Denses Sia = p,L et § = pgL :

o= Bl = [ Ipa = psl dc

Mesures Singuliéres Si a = 0 quand 8 # 0 et réciproquement, ||a — 8|1y = 2

Définition 1.2 — Push-Forward. Si on a une application de transport T : X — ), on peut définir une application
Ty : P(X) — P(Y) définie par :

1. Tﬁéx = 6T(w) 5

2. Ty est linéaire.

De maniére équivalente : 3 = Tya qui vérifie 3(B) = (T~ (B)).

Proposition 1.2 Si § = Tj«, on a :
/ gdf = / goTda,ie E(g(Y)) = E(g(T(X)))

pour Y = T(X)B un vecteur aléatoire.

On peut alors réécrire le probleme de Monge dans le cas continu :

Définition 1.3 Si @ € P(X), 8 € P()), et ¢ est une fonction de coiit :

M= inf {/C(x,T(x))da(z)

T:X=Y

Tyor = B} (Monge)
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Proposition 1.3 Dans le cas discret : Tya = 3 < o € 6, T(%) = Yo(s)-

Théoreme 1.3 Si o a une densité par rapport & 3, alors il existe 1" telle que Ty = 3.

IE Dans le cas discret, cela revient & dire que |supp(a)| > |supp(B)|. Attention, cette application 7" n’est pas unique!

Théoreme 1.4 — Brenier, 1091 Si X = ) = R et ¢(z,y) = ||z —y||* (généralisé & une distance géodésique mis &
la puissance 1 < p < +00) et si a a une densité par rapport & la mesure de Lebesgue (ou au moins ne donne pas
de mesure aux espaces de dimension < d) alors il y a un unique transport optimal T solution de (Monge) et T est

caractérisé par T' = Vg ol @ est convexe (et V est le gradient riemannien). Il y a un unique V¢ ol ¢ est convexe et

(Vp)ga = S, c’est le transport optimal.

I Corollaire 1.2 Les gradients des fonctions convexes G sont des transports optimaux.

Proposition 1.4 Pour T € G, (Tx —Ty,xz —y) > 0, les gradients de fonctions convexes sont dans I’ensemble H des

fonctions croissantes.

Dans le cas X = Y = R, on a méme G = H. En plus grande dimension, T(x) = Rz ou R est une petite rotation
n’est pas un gradient mais est croissante. Il est possible que ¢ ne soit pas différentiable, mais on peut montrer que ¢
va étre différentiable presque partout, et donc nos équations sont a entendre comme des égalités a ensemble de mesure

nulle pres.

Proposition 1.5 T'(z) = Az est un gradient si et seulement si A est symétrique. T € G si et seulement si A est définie
positive.

Définition 1.4 La 2-distance de Wasserstein est définie par :

Wia.9) = int | [ o = Tal* dafa)

Quelques exemples avec les gaussiennes :

Cas 1D Ici, on suppose a = N(mq,03), 8 = N(mg,03). En prenant T(z) = Z%(z — m,) + mg, on vérifie bien

EX
que Tyor = [ et en primitivant 7', on vérifie bien que c’est le gradient (la dérivée) d’une fonction convexe et c’est
donc bien un transport optimal. Le cotit du transport est :

2
W2(a, 8) = lma — mall” + o0 — a1
Cas d-Dimensionnel Ici, o = N(mq,X,) et 8 = N(mg,3g5) ot By = E((X — ma)" (X — mq)) est une matrice
définie positive. On suppose que X, > 0. On prend alors T'(z) = A(z —mg) +mg ou AX,'A = X3 pour trouver
le transport optimal. Cette équation (dite de Ricatti) a une solution symétrique définie positive. On a de plus :
WZQ(avﬂ> = Hmo& - m5||2 + BQ(EDH Eﬁ)

ou B est la distance de Bures définie par :

B(A,B)=Tr(A+ B — 2(A1/23A1/2)1/2)



2 Formulation de Kantorovitch

2.1 Définition Discréte

La formulation de Kantorovitch est une relaxation convexe de la formulation de Monge. Il a obtenu un prix Nobel

4 . o - . _ ‘ _ ‘
d’économie pour ceci. Ici, on se limite au cas discret o = ) a;d,, et 3= b;d,..

Définition 2.1 Un couplage ou un plan est une matrice M € R*™ qui représente le coiit de transport de x; & y; et

Y Pyj=ain) Py=b
j i

telle que :

R| C’est la méme notion que celle de couplage en probabilité : un vecteur aléatoire sur I’espace produit.

On remarquera que les équations définissant un plan peuvent se mettre sous la forme :
Pl,, =aet'Pl, =5

On autorise ainsi la division de masse, les problemes de Kantorovitch devenant des problémes sur des graphes
bipartis.

Définition 2.2 Le polytope des couplages entre « et 8 est I’ensemble des plans entre v et 3 :

Couplages(a, ) = {P € R}*™ ‘ P;; >0,PL,, =aet'P1, = b}

Kantorovitch avait fait I'hypothese trés forte que 1’économie est linéaire.

Définition 2.3 Le probléme de Kantorovitch est le probleme d’optimisation suivant :
P = argminp {(C, P) | P € Couplages(a, 3)} (Kantorovitch)

ou C € R™ "™ est une matrice de cotit. On dit que P est le plan optimal.

C’est un probléeme de programmation linéaire. En général la méthode du simplexe n’est pas polynomial, mais il

existe un type de simplexes pour lequel elle ’est, et est en O ((n?’m + m3n) log (mn))

Proposition 2.1 1l existe toujours une solution, et il existe toujours une solution dite éparse, telle que :

{(9) [ Py #0} <n+m—1
Démonstration. La preuve d’existence vient du fait que I'ensemble des couplages est un compact non vide (car P = a'b
est un couplage dit indépendant). |

Le cas générique est de plus unique, c’est-a-dire que si C, o, § n’a pas une unique solution, en ajoutant du bruit on
retrouve une solution optimale.

2.2 Equivalence & Monge

On s’intéresse ensuite aux matrices de permutation P, , dans le cas n = m. On cherche a résoudre le probléme non-
convexe 1£n119 (C, P). Clairement, si B,, est ’ensemble convexe des matrices bistochastiques (I’ensemble des couplages!) :
€P,

min (C, P) < min (C, P)
PEB, PEP,
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Définition 2.4 L’ensemble des points extréme d’un convexe C est :

Extr(C) = {P‘V(Q,R) eC?p= Q;R :Q:R}

Théoreme 2.1 Si C est compact, Extr(C) # @.

Théoréme 2.2 — Krain-Millman Si C' est un compact convexe, alors C = Hull (Extr (C)).

Proposition 2.2 Si C' est compact :
Extr(C) N (argmin,c (C, P)) # @

Démonstration. En notant que I’ensemble de droite est convexe et compact, on trouve Extr(S) # @ et que Extr(S) C
Extr(C). |

Théoréme 2.3 — Birkhoff - von Neumann On a Extr(B,) = P,

Démonstration. On montre d’abord P, C Extr(B,). Cela découle de Extr([0,1]) = {0,1}. Si P € P,, est telle que
P =(Q+ R)/2 avec Q;;, R; ; € [0, 1], puisque P; ; € {0,1} alors nécessairement Q; ; = R; ; € {0,1}.

Montrons maintenant Extr(B,) C P, en montrant que PS¢ C Extr(B,)¢ avec le complémentaire considéré dans B,,.
Choisir P € B, \ P, revient a choisir P = (Q + R)/2 ou @, R sont des matrices bistochastiques distinctes. P définit
un graphe biparti de taille 2n. Le graphe est composé d’arétes isolées quand P; ; = 1 et d’arétes connectées quand
0 < P;; <1.8iiest un tel sommet & gauche (j & droite), puisque Zj P, ; =1,ily a deux arétes (4, 1) et (4, j2) en

sortant (de méme, (i1,7) et (i2,7) entrant en j). On peut donc toujours extraire un cycle par récurrence de la forme :

(i17j17i27j25"'7ip7jp)7 ie. ip-‘rl :i1~
On suppose que ce cycle est le plus court de 'ensemble fini de cycle. On a toujours :

0< P P; < 1.

a‘:js7 8+17js

Les (is)s et (js)s sont distincts puisque le cycle est le plus court. On pose :

1-— 1-P

€ = 1l {Pis,jwp js,isﬂ}

0<s<p Jsslst1 15,50

c’est-a-dire 0 < € < 1. En séparant le graphe en deux ensembles d’arétes :
A= {(iSajs)}§:1 et B= {(js, Z.S-i-l)}5:1 .

On pose @ et R telle que :

P si (i,7) ¢ AUB, P, ; si (i,7) ¢ AUB,
Qij = Pj+e/2 sil(i,j) €A, et Rij=1QP;—¢c/2 si(i,j) €A,
P, ;—¢/2 si(i,j)€B, P, j+¢/2 si(i,j)€B,

Par définition d’e, on a 0 < @; j, R; ; < 1. Puisque chaque aréte gauche de A a une aréte droite dans B, (et récipro-
quement) la contrainte de somme sur les lignes (et sur les colonnes) est maintenue, donc @, R € B,,. Finalement, on
trouve : P = (Q + R)/2. |



Corollaire 2.1 Pour m =n et a = b = 1, il existe une solution optimale pour le probleme Kantorovitch, qui est une

matrice de permutation associée a une permutation optimale pour le probléme Monge.

3 Meétrique de Wasserstein

3.1 Formulation continue de Kantorovitch

On se place ici dans le cadre continu, ou « et 8 sont des mesures de probabilité arbitraires sur X', ). On notera P;
et P; les projections

Définition 3.1 Un couplage entre « et 3 est une mesure de probabilité = € Mﬁr(X x Y) telle que Piimr = v et Pofim = .

On note U(a, 8) I'ensemble des couplages entre « et S.

En prenant « et [ discretes, on vérifie bien qu’on retrouve la forumlation de ’'Equation Kantorovitch.

R| Dans le cas ou U(a, B) est non vide, le produit tensoriel o ® 3 est un couplage, dit indépendant.

Définition 3.2 La formulation de Kantorovitch est le probleme d’optimisation suivant :

L.(a, )= inf / c(z,y)dn(z,y) = inf  E[e¢(X,Y Kantorovitch
(a, B) et ny( y) dm(z,y) L (X, Y)] ( )

ol c: (X xY)— RT est la fonction de cofit.

Proposition 3.1 On se place dans le cas X = Y = R?, ¢(z,y) = ||z — y||2 Si a a densité par rapport a la mesure de
Lebesgue, avec T' = V¢ l'application optimale pour Monge, m = (Id, T')f« est I’application optimale pour le probléme
de Kantorovitch.

3.2 Propriété Métriques du Transport

Ici, on se place dans le cas X = ) et on se donne une métrique d sur X. On supposera ¢ = dP pour un certain p > 1.

Définition 3.3 Pour a, 3 € P,(X), on définit la distance p-Wasserstein comme :

p

TeU(a,B)

W@, B) = (Lar (a0, B))7 = ( wi [ @) dw(x,w)

R| On a une version définie a partir du probleme de Monge :

inf /dQ(m,T(m)) da(x)

THa=p
mais c’est seulement une pseudo-distance.
Démonstration. 1l reste a prouver que W,, définit bien une distance. Pour ¢a, on a simplement besoin de la séparation
et de I'inégalité triangulaire.

Séparation On a : W,(a,) =0 = [d(z,y)dr*(z,y) = 0= d(z,y) = 0,7 presque surement. Ceci implique que
7* est supporté sur la diagonale de X2, c’est-a-dire Pifim* = X\ = Pofin* et donc o = 3.

Inégalité Triangulaire On ne donne la preuve que dans le cas discret, @ = )", a;0,,, B = Ej bidy,s ¥ = D p CkOz -



3.2 Propriété Métriques du Transport 9

En prenant m,g et mg, des plans optimaux, on pose :

”Taﬁ(ivj)ﬂ—ﬁ’v(j7 k)

Sijk = b,

sibj # 0, 0 sinon. On a alors Y. Sijx = ms~ (4, k) et >, Sijk = Tap(i,j). Les trois marginales de S sont (o, 5,7).

On définit alors :
Tay = Z (Z Sljk) 61i,2k
ik g
;,_/
WCX’Y(iik)

On vérifie aisément que c’est bien un couplage entre « et 7. On a alors :

1/p
Wp(aa ’Y) S Z 7T0t’y(ia k)d (xia zk)p
ik
1/p
= Z Sijrd (i, 21,)"
.7,k
1/p
<\ D Sijk (d (@i, y;) +d (g5, 2)"
ik
1/p 1/p
< Z Sijed (i, y;)" + Z Sijed (yj, k)"
1,5,k N
1/p 1/p
_ ;g X \P . i p
= | > mapli,i)d (zi,y;) + D 7y (k) (g5, 2)
i ik

:WP(OGB) + Wp(ﬂ77)

Pour étendre la preuve a des mesures générales, on utilise le lemme de recollage.

Cette structure permet de munir l’espace P,(X’) d’une structure d’espace métrique. Dans la suite, on va supposer

que X est compact, mais les définitions peuvent étre étendues & R? par exemple.

Proposition 3.2 Si X’ est borné, pour 1 <p <gq,on a :
W (@, ) < Wy(a, 8) < (diam) 7" W (a, )P/

Démonstration. En posant ¢(s) = s9/P (qui est convexe), par I'inégalité de Jensen :

W(e B)7 < ( / d(z, y)? dn(z, )0/ < / d(z,y)? dn(z, )

Donc :

Wo(a,5) < nf( [ da,)" dn(e,) 0 = W,

La preuve est la méme pour lautre inégalité, en utilisant d? < (diamX’)9~PdP. |



3.3 Interpolation de McCann 10

La propriété précédente montre que sur un compact, toutes les distances p-Wasserstein définissent la méme
topologie.

Définition 3.4 Une suite (,) converge x-faiblement vers a, noté a,, = a dans M7 (X) si pour tout f :
/ fda, — / fda

e Dans le cas ou a, = d5,,, on a convergence vers a = §, si et seuleement x, — x.

[R]

e La convergence x-faible est la convergence en loi pour les variables aléatoires.

‘ Définition 3.5 La topologie forte sur M1 (X) est celle définie par la distance de variation totale.

Proposition 3.3 Si on prend d la distance 0-1, alors W?(a, 8) = 5 [loc — 8|7,

Proposition 3.4 Si X est compact, alors «,, converge *-faiblement si et seulement si W, (a,, @) —+> 0. W, métrise
n—-+0o0

donc la convergence %-faible. Si X n’est pas compact, la convergence pour W, équivaut a la convergence x-faible et a la

convergence des p-éme moments.

La convergence des sommes de Riemann est équivalente a la convergence x-faible de % >k O0k/n — U 1

3.3 Interpolation de McCann

On considére deux mesures de probabilité a, 8 sur X = R%.

Définition 3.6 Pour 7 un plan optimal entre « et 3, et pour ¢ € [0, 1], on définit :

m = Pyr ot Py(z,y) = (1 —t)z + ty

C’est une homotopie, qu’on appelle Interpolation de McKann ou Interpolation de Déplacement.

Proposition 3.5 L’interpolation de McCann vérifie :
o € argmin (1 —t) Wi(a, p) +tW3(5,p)
Proposition 3.6 L’espace (P2(R%), W3) est un espace géodésique.
Démonstration. Si T est 'application optimale de Monge pour «, 3 :
Wi (ay, o) :/ (1 =)z +tT(x) — (1 — s)z — sT(z)|* da(z)

:/ I(t = $)(T(2) —2)|* da()
=t — s> Wa(a, B)
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4 Gaussiennes et Transport Optimal, Dualité

4.1 Dualité pour les mesures discretes

Proposition 4.1 Si a = ) a0, et f =) b;d,,, et C est une matrice n x m de cofit, en notant U(a, ) 'ensemble des

couplages entre o et [ :

L.(a,B) = max u, o) + (v,
(0.8) =, max {u.0)+(v.5)

ol R(a, ) = {(u,v) e R" xR™ |[ud v < C}.

Démonstration. On a Lc(a, f) = mingcy(a,p) (¢, 7). On introduit donc :

0 simeU(a,
max  (u,a—mly,)+ (v+b—"7l,) = (o, 5)
(u,v) ER™ XR™ +00  sinon

On a donc :

Le(a, ) = min o DX L(m,u,v)

avec :
L(m,u,v)) (¢, ) + (u,a — 7ly,) 4+ (v + B = *7l,,)

Lagrangien

Puisque dans le cadre de la programmation linéaire, avoir des solutions suffit pour avoir la dualité forte :

L (e, 8) =max min L(m, u,v)
u,v >0

max | (u,a) + (v, 8) + m>ir(} (e,m) = (u,mly,) — (v, '7ly,)

0 siudv<C

—o0 sinon
Finalement :
L.(a,p) = max u, o) + (v,
B =, Ja 5y (@) @)
ce qui conclut la preuve. |
R
e Si 7 est optimal, son support est inclus dans {(¢,7) |u; +v; = Ci;}

e L.(a, ) est convexe en a, 8 (dual) mais est concave en C.

4.2 Dualité pour des mesures quelconques

Proposition 4.2 Si X', ) sont compacts, alors :

Lo, B) = sup /dea+/ygd,6

(f,9)€R(C)

ou :

R(C) ={(f,9) € C(X) x C(V) |V(z,y), f(x) + g(y) < C(z,y)}
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On dit que f, g sont des potentiels de Kantorovitch.

Dans le cas ou X' n’est pas compact, on remplace C par Cp et le résultat tient.

[R]

e Si 7w est optimal, de méme, son support est tel que les potentiels sont égaux au cofit.
e Dans le cas ou « et 8 on retrouve le résultat discret.

4.3 c-transformations

On cherche a résoudre :

max /gdﬂ, f fixée

fég<c

On veut donc prendre g aussi grande que possible en ayant :

9(y) <c(z,y) — f(x)

< inf c(z,y) — f(z)

Définition 4.1 Etant donnée f : X — R, sa c-transformée est :

fe: Yy - R
fy) = infecxc(z,y) — f(2)

La é-transformée de g : ) — R est :

9°(z) = ;g c(x,y) — g(y)

Si ¢ est symmétrique, alors f¢ = f€.

IE La transformation (f,g) — (f, f¢) remplace les potentiels duaux par de meilleurs. De méme pour (f,g) — (g%, g)
et (f,9) = (9% f°)-

Proposition 4.3 Si ¢ est L-lipschitzienne en y, alors f¢ est lipschitzienne.
Démonstration. Exercice. |

A ce stade, on aurait envie d’itérer & partir de potentiels de base puis d’utiliser les c-transformées pour obtenir un
meilleur résultat. La proposition ci-dessous montre que malheureusement ceci ne fonctionnera pas.
Proposition 4.4 Si on note f¢¢ = (<)% alors :

L f<eo=[f2¢%

2. fe=f;

3. 9% 2>yg;

4. chc — fc.

Démonstration. 1. Par définition.
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2. On a:

J = inf | ela,y) = dof (c(a'sy) = 1 ()

<c(z,y)—f(z)
2= (c(z,y)—f(x))

> ;gg (c(x,y) — c(z,y) + f(x))

3. De méme.

4. On a f€ > f = feec < f¢. Avec g = f¢, on a fe¢ > f¢.

4.4 Quelques Cas particuliers

4.4.1 Cas Euclidien Quadratique
On veut ici calculer :

min E (HX - Y||2) — K -2 max E((X,Y))
Xeroo,Y ~f Xroa,Y ~fB

ot K est une constante ne dépendant que de « et 5. On va donc vérifier qu’écrire ¢ sous la forme (o, Vi) fonctionne,
c’est-a-dire redémontrer le théoréme de Brenier :

Preuve du théoréme de Brenier. On prend ici ¢(z,y) = — (2,y), qui est symmétrique, on obtient que :
fy) = —sup (z,y) + f(z) = = (= )" ()
xr

pour -* la transformation de Legendre-Fenchel. Puisqu’on sait que (—f)* est convexe, f¢ est concave.

Si m est optimal pour L. et f est optimal pour le dual, alors :

supp(m) € {(z,y) | f“(x) + f(y) = — (z,9)}

En notant ¢ = —f°°, ¢ est convexe et donc :

On a donc :
supp(m) C {(z,y) [ o(z) + " (y) = (2, y)}

Sous-différentielle Op(x)

Si ¢ est différentiable :
supp(m) C {(z, Vio(z))}

Puisque ¢ est convexe, ¢ est différentiable presque partout pour la mesure de Lebesgue, donc si o est absolument

continue par rapport a la mesure de Lebesgue, ¢ est aussi différentiable presque partout pour a. |
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4.4.2 Cas Semi-discret

On suppose ici a absolument continue et § = Z;":l b;jd,,. On a :

Le(a, B) = da + / d
@h =, omms [ raas [gas
- d big(y;
f%l;igc/f 0“"; Jg(y]>

Avec ¢, (x) = min; ¢(z, y;) — v;, on peut montrer que :

L.(a, ) = max /cpvdaJerjvj

ve(RI)™ =
_max/mm c(z,y;) da—i—Zb v

Si on considere les cellules de Laguerre :

Lj(v) = {1’ € X‘vjl 7&]3 C(xvyj) —Uj < C(xvyj/) - vj'}

On obtient :

Le(a, B) —maXZ/ c(z,y;) —v;) da + (b, v)

4.4.3 Distance 1-Wasserstein
On se place dans le cas c(z,y) = d(x,y) sur X = Y.

Proposition 4.5 1. f est c- concave si et seulement si f est d-lipschitzienne pour § < 1.

2. Is Lip(f) < 1, alors f¢ = —f0

Proposition 4.6 Sous les hypotheses ci-dessus :

Wiap) = max_ [pda-p)

»,Lip(p) <

r| Dans le cas discret, o« — 8 = Y myd., avec ) mg =0. On a donc :

Wi(a, ) = H;ax {Z URMk

k

vk, 1, \uk — ul\ < d(zk,zl)}

R| Sion est aussi dans le cas euclidien, la condition lipschitzienne globale peut se remplacer par :

Vel <1

5 Transport Optimal Tranché

5.1 Définition et propriétés
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Définition 5.1 Given u € R% I'opérateur de tranchage (ou slicing) basé sur u est défini par :

pu:x €RY = (z,u)

On va généraliser cette opération sur les mesures grace a 'opérateur de poussage f : Si X ~ pu, alors (u, X) ~ p,fu.

Dans la suite on note P, ’application de projection orthogonale sur w.

Définition 5.2 La distance de Wasserstein tranchée par ¢ W, entre p et v est la distance 1-dimensionnelle de Wasserstein

basée sur ¢ : R x R — R, continue est :

SWy(p,v) = Eonrry o [W(poti, poliv)]

Démonstration. C’est bien une distance, tkt. |

Proposition 5.1 Pour toutes deux distributions p, v sur R? :
S W) < Cay Wi, v)

ou :

1
Can =3 [ 101 s ()

5.2 En pratique

On a lapproximation de Monte-Carlo suivante (puisque I'espérance sur la sphére n’est pas calculable en général) :

K
1
SWplp,v) =~ 2 > " Wy (po, 11, po, )"
=1

6 Modéles de Flot et Diffusion

Dans cette section, on s’intéresse a l’espace W,, des mesures de probabilités sur R¢ muni de la distance de p-

Wasserstein.

6.1 Transport optimal dynamique

Dans la suite, c(z,y) = ||z — y||>. On sintéresse d’abord aux géodésiques sur cet espaces, et a ce qu'elles nous
apprennent en apprentissage.

Si on se donne «, § deux mesures de probabilités avec v a densité, et T une application optimale entre « et (5, on
définit u; la distribution de X; = (1 — )Xo + tT(Xo) avec X ~ a. L’application ¢t — u; est donc une géodésique dans
Wa.

Définition 6.1 On définit vy(z) = (T — Id) o T, *(z), de sorte que v; o Ty(z) = T(x) — = est une constante. Cest le

champ de vitesse constant sur les chemins de x a T'(x).

On a alors :

/01/|vt<x>||2 dutdtz/ol/||vtoTt<x>|2 dadt=/01/||T<x>—x2 dadt = [ 7(2) = al* da = Waa, 9
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Définition 6.2 L’ensemble des chemins avec vitesses entre a et 8 deux mesures de probabilités est :

Ve, B) = {(Ht,vt) | o = a, puy = /3}

o1, pour tout ¢, ju; € P(R?) et ot v : [0,1] x R? — R? est un champ de vitesses et ou la paire (ji,v;) vérifie 'équation
de continuité (CE).

Proposition 6.1 Si T = V¢ avec ¢ convexe, alors T' est monotone et pour tout ¢, T} est injective.

Définition 6.3 La paire (p,v:) satisfie I’équation de continuité si :

dt 4 div(pevy) = 0 (CE)

ou I’égalité est entendue au sens des distributions.

Il reste donc a vérifier que p; = Tyfior et v, = (T — Id) o T; () vérifient I'équation de continuité. On se donne 1 a

support compact sur |0, 1[xR? et on a :

/ol/(:fd”tdt/ol/%(ﬂ(x))dadt

/01 /Rd (Vb ve(x)) dpe dt :/01 /Rd (Voth o Ti(z), T(z) — ) dedt
Ainsi :

/ /]R (d% )+<vxw,ut(m)>) dutdtz/ol/ (d;it Ty(x) + <vz¢oTt(x),T(x)_x>> dadt

=5 (Wt T(t,2)))

Finalement :

/ /Rd <d¢t (z) + <vxw,vt(:c)>) dp dt = /Rd ((1,T(1,2)) — (0,T(0,))) da

=0

On vérifie donc bien que :

Proposition 6.2

w2 ) > inf 2 du, dt
2( v}g,m/ /Hvt pe

On rappelle que le flot ¢ de v est défini par dw‘(m) =v(t, p1(x)) et po(z) = .

Avec la définition de v; ci-dessus, on voit que Tt est le flot de v;.

Théoréme 6.1 Si v; est uniformément borné et Lipschitz en x (uniformément en t), si ¢; est son flot et si de plus «
est absoluement continue par rapport a la mesure de Lebesgue, alors, p; = ¢ifa est 'unique solution de (CE) avec

la confition initiale py = a.

On obtient donc le Théoréme suivant :
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Théoréme 6.2 — Bénamou-Brenier On a :

1
W2(a, :min//v2d dt
$o.0) = min [ [ o ap

la solution étant unique et donnée par l'interpolation de McCann et sa vitesse correspondante v;.

Démonstration. Utilisant I’équation de la Proposition 6.2 on a déja une inégalité. En utilisant le Théoréme 6.1 ci-dessus,

1 1
/ / lon (@) dpue dt = / / lor 0 or()]2 davdt
0 R4 0 Rd

. 1
Fubini / / lor 0 p(@)]? dt da
R2 JO

2

Jensen 1
> / / v o () dt|| da
R4 0 N——

d
()

- / lo(1, ) — zlf? da
Rd

pria=p

on obtient :

W3 (a, B)

Pour I'unicité de la solution, on se donne deux solutions et on introduit leur moyenne, 'inégalité de Cauchy-Schwarz

(et son cas d’égalité) nous permet de conclure la preuve. [ |

6.2 Couplage par flot

On va appliquer le Théoréme 6.1 et construire une paire (ug, v¢) ~ (CE) telle que g = «, p1 = . Le couplage par
flot est une maniere de construire un poussé en avant entre « et (3, mais celui ci ne sera pas nécessairement optimal.

C’est une méthode applicable a la modélisation générative :

1. On échantillonne o = N(0,1d).

2. On calcule un champ vy tel que pg, vg ~ (CE) ol py est un chemin de « & 3.
3. On intégre vy pour optenir ¢?.

4. On échantillone 3 en échantillonnant o puis en considérant 1'image par .
Pour définir py, v de maniere efficace on a ’algorithme suivant :

1. On part d’un couplage Xy, X1 ~ II € U(a, ).

2. On définit Xy =tX7 + (1 —t) X0 et p; la loi de X;.

3. On calcule ensuite v; comme 'espérance de X; — X sachant X; = x.

Proposition 6.3 La paire (1, v;) définie ci-dessus vérifie (CE), et donc (ue,v¢) € V(a, §).

7 Barycentre de Sinkhorn

7.1 Reégularisation entropique

A . N n m
Considérons deux mesures discrétes o=, ;05 et f=3 7, b6y,
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Définition 7.1 Le probleme de Schrodinger statique s’écrit :

min (C,P)+eH(P) (Schr)
PeR}*™ Pl,,=a,PT1,=b

oun H(P) = Zl j P; jlog P; j est I'entropie de Shannon négative de la matrice de transport P, avec la convention

0log0 = 0. Le parametre € est appelé paramétre de régularisation entropique, ou température en physique statistique.

R| H est strictement convexe, puisqu’on se trouve dans le simplexe des matrices a coefficients compris entre 0 et 1.

Proposition 7.1 Si € > 0, le probléeme de Schrédinger admet une unique solution P.. Si € = 0, on retrouve la formulation

de Kantorovich, qui peut admettre plusieurs solutions.

Proposition 7.2 Lorsque € — 0, la solution du probléme de Schrodinger converge vers la solution de Kantorovich qui
maximise I'entropie :

P, - argminp { H(P) : P est une solution de Kantorovich}
e—

N

A Tinverse, lorsque ¢ — +00, on retrouve le couplage trivial :

P.——a®d
e—+o0
L’intuition derriére cette régularisation entropique est ’ajout d’une fonction de barriére, de maniére similaire aux
méthodes de points intérieurs en optimisation convexe. Une différence importante étant que 1’on utilise ici 'entropie de
Shannon négative, et non pas une fonction logarithmique classique. Cela permet de garantir la positivité des coefficients

de la matrice de transport P.

Théoréme 7.1 Supposons sans perte de généralité que a; > 0 pour tout ¢ et b; > 0 pour tout j. On a alors :

Pl,=a,P'1, =0

P est solution du probleme de Schrodinger <=
Ju € R™, v € Rm,PiJ' = UiKiJ‘Uj avec K@j = G_Ci'j/s

De maniére équivalente, un couplage P est solution s’il existe des vecteurs u € R™ et v € R™ tels que :
P = diag(u) K diag(v)

ou K est la matrice de noyau exponentiel défini par K; ; = e Ciile,

Démonstration. On veut résoudre le probleme de Schrédinger :

i P):= (C,P) +cH(P
le:r;}glnn:bf( ) :=(C,P)+eH(P)

Commengons par montrer par 'absurde que si P* est solution, alors P, > 0 pour tout (,7). Supposons qu’il existe
(0, J0) tel que P ;= 0. Posons P*(1 —t)P* +t(a ® b) pour t € [0,1]. Alors P* est admissible pour tout ¢. De plus,
si Pon pose g(t) = f(P"), alors ¢'(0) = —oo car la dérivée de l'entropie en 0 est infinie. Donc pour ¢ suffisamment
petit, f(P!) < f(P*), ce qui contredit le fait que P* est solution. Ainsi, Pf; > 0 pour tout (4, ). Ceci justifie (peu
rigoureusement) le fait que 'on peut omettre la contrainte de positivité dans la suite de la preuve.

Dérivons le probleme dual de Lagrange. On introduit les multiplicateurs de Lagrange {f;}i; et {g; JLq associés

aux contraintes de marges. Le lagrangien s’écrit :

L(P,f,9) = (C,P) +eH(P) + (a — Pl,,, f) + (b— P"1,,9)
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(Ici, les conditions de Slater sont vérifiées car le probléme est convexe et admet une solution intérieure, on peut donc
échanger le min et le max.)
Remarquons que (a — Ply,, ) = (a, f) — (P1ln, f) = (a, f) — (P, f1,},). On a alors :

VpL=C+e(logP+1)— f1) —1,9".
En annulant ce gradient, on obtient :
P = elfitg;=Cij)/e=1 _ =1ofi/e=Cij/ep9ile
En posant u; = efi/s=1/2 et v; = e9/¢=1/2 on retrouve bien la forme annoncée. |

7.2 Algorithme de Sinkhorn

On note le produit de Kronecker diag(u)z = v ® z = (u;2;); le produit terme & terme entre les vecteurs u et z. On
a donc P1,, = u ® (Kv) qui doit valoir a, et de méme P'1, = v ® (K "u) =b. On a ainsi le systéme suivant :

(SchrSys)

Théoréme 7.2 Le probléme de Schrodinger (Schr) est équivalent a la résolution du systéme (SchrSys).

Proposition 7.3 L’algorithme de Sinkhorn pour la résolution du probleme de Schrédinger est le suivant :
e <1,
e Répéter jusqu’a convergence :
— u+ a/(Kv)
— v b/(Ku)
ot l'on note z/w le quotient terme & terme entre les vecteurs z et w.
Cet algorithme est trés simple et facilement parallélisable. Chaque itération cotite O(n?) opérations, donnant une

complexité totale de O(Tn?) pour atteindre une précision ¢ en T étapes; ceci est & comparer & des algorithmes comme
celui du simplexe, qui a une complexité cubique.

Théoréme 7.3 Il suffit de T = E% itérations pour atteindre une précision &.

R On a donc une complexité totale de O (Z—j) pour atteindre une précision €. Par rapport aux méthodes & points

intérieurs de complexité O(n®log(e)), la méthode de Sinkhorn est donc plus efficace en termes d’échantillons n,
mais moins efficace en termes de précision e.

Démonstration. S’intéresse a la preuve par contraction qui donne une convergence linéaire, contrairement & une preuve
b)
par projection itérative qui donnerait une convergence sous-linéaire, la constante étant meilleure dans le cas linéaire.

Voir les notes de cours pour la preuve. |

7.3 Reformulation en divergence de Kullback-Leibler
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Définition 7.2 La divergence de Kullback-Leibler entre deux matrices P, Q € R*™ est définie par :

P
KL(P|Q) =Y P, log <QJ) — P+ Qi
ij b

Proposition 7.4 KL(P|Q) > 0 avec égalité si et seulement si P = Q.
L’idée va étre d’utiliser @Q = a ® b comme mesure de référence.

Proposition 7.5 Le probléme de Schrodinger (Schr) s’écrit de maniére équivalente :

min (C,P) +eKL(Pla®b).
PeRixm,le:a,PHn:b

Démonstration. KL(Pla®b) et KL(P|a’ ® ') difféerent d’une constante additive indépendante de P, donc le minimum
est le méme. ]

Définition 7.3 Soit % eP(X xY). Si %’g existe, on définit la divergence de Kullback-Leibler entre 7 et £ par :

KL(sl) = |

log (Z) dr — 7(X x V) + (X x V)
XxXY

Si i—g n’existe pas, on pose KL(7|¢) = +o0.

Définition 7.4 Le probléme de Schrédinger général s’écrit :

TEP(XXY)

inf {/c dr+e KL(mla®Db) : 7 = o, mo = ﬁ} (SchrGen)

r| L’information mutuelle entre deux variables aléatoires X et Y de loi jointe 7 est donnée par I(X,Y") = KL(7|m ®
m2). Ainsi, le probléme de Schréodinger cherche un couplage 7 qui minimise le cofit total plus une pénalisation de
linformation mutuelle entre les deux variables aléatoires. Lorsque I(X,Y’) = 0, les variables sont indépendantes,
et le couplage est donc le produit tensoriel des marges.

Calculons le probleme dual de Schrodinger dans ce cadre général. En réutilisant les notations des multiplicateurs de
Lagrange, on a :
mFi)nn}ax (C,P)+eKL(Pla®b) + (o« — P1, f) + (B — P'1,g)
g

Puisque les conditions de Slater sont vérifiées, on peut échanger le min et le max :

max (a, f) + (b, g) + mFi)n (C—f17 —1g",P) + eKL(Pla®b),

f.9

ce qui est équivalent a :

max (a, f) + (b, g) — max (C - f1T =197, P) — e KL(Pla ®b).
59

On remarque alors que ceci correspond a la transformation de Legendre-Fenchel de KL(-|la ® b) évaluée en (f17 +
1g" — C)/e. On a donc :
max (a, f) + (b, g) — e KL*(z]ab")
.9

otz = (f1" +1g" - O)/e.
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Lemme 7.1 La transformation de Legendre-Fenchel de KL(:|a ® b) est donnée par :

KL*(Z|Q) = ZQM exp(Z; ;) — 1
,J
On en déduit le dual de Schrédinger :

max (a, f) + (b, g) — sZaibj exp <M> +e

1.9 — €
i,j

Dans le cas général, pour des mesures non-discretes, on retrouve une formulation similaire :

(Xi)I}geC(Y)/f(x) da(fv)Jr/g(y) dﬂ(y)*€/e(f($)+9(y)*c(l”y))/6 da(az) dﬂ(y)Jr5

fec

Proposition 7.6 L’algorithme de Sinkhorn dans ce cadre s’écrit alors :
e Initialiser g
e Répéter jusqu’a convergence :
— [+ g% :=argmin; D(f,g)
— g+ foF == argmin, D(f, g)
ot on dénote (-)“¢ Popérateur de c-transformée réguliarisée par l'entropie, et D la fonctionnelle duale de Schrodinger.

Proposition 7.7 L’opérateur de c-transformée réguliarisée par ’entropie s’écrit :

Fo5(y) = —log ( / @) —cop) /e da(x)>

et de maniere similaire :

55 (z) = —clog < / pla@)—c(am))/= dﬁ(y)>

8 Flots de Gradients de Wasserstein

On va ici étudier les dynamiques de a; € P(R?) pour ¢ une variable de temps dans R™.
8.1 Formulation en vitesse
Dans notre cas, on va utiliser une approche a la Lagrange, on va prendre v; tel que :
Opper + div(pevy) =0

Si on suppose que v; est Lipschitz, il existe une unique solution en p;. Toutefois, il en existe beaucoup en vy, puisqu’il

existe beaucoup de champs vectoriels de divergence nulle. Dans le cas ot u; a densité p;, on écrira plutot
Opr + div(prvy) =0 (Speed)

Pour se simplifier, on utilisera plutot, dans la vraie vie, la formulation faible de ’équation différentielle ci-dessus. On

integre par rapport a () a support compact :

/&gpt(pt(x) dx—i—/div(ptvt)got(x) da dt
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et on vérifiera a chaque fois qu’on peut réécrire nos propriétés via
Yo, — /@Lpt day dt — / (Vi(x),v:) dadt =0 (WeakSpeed)

On retrouve le transport optimal dynamique du théoréme 6.1. On remarque notamment que la vitesse v; optimale

est un gradient.

8.2 Optimisation sur particules

On cherche & optimiser f(a) sur a € P(R). Ici « représente une densité de particule, par exemple. Dans le cas ol
oy = 0, est une seule particule, on retrouve la descente de gradient, si g(x) = f(d;) on résout en prenant & = —Vg(x).

Dans le cas de n particules, i.e. oy = 1 ZZ 1 1(t
X(t) = (x1(t),...,z,(t) € R¥*"™,
donc en écrivant g(X) = f (1 3" d,,) on obtient la descente de particules X = —Vg(X), avec

n
= % Z_ (wi,xj) avec k(z,2') = m
On retrouve ainsi f(a) = [[ k(z,2’) da(z) da(z’).

On va donc s 1nteresser a ce qui se passe quand n — oo et essayer de faire sens de ’entropie dans ce cadre.

Pour cela on utilise la méthode JKO (Jordan-Kinderlheren-Otto), une généralisation de la méthode implicite d’Euler
pour Wasserstein. On se donne 7 > 0 un pas. On prend a;, = argmin 5- WQ(ozt7 a) + f(a).

Quand 7 — 0, si on suppose que (a;), converge vers une courbe continue t € R* — ay, alors elle converge vers une
équation aux dérivées partielles (Speed), avec v; a définir. On va avoir besoin de calculer deux dérivées différentes :
la dérivée classique (aussi appelée verticale, premiére variation ou Fréchet) et la dérivée de Wasserstein (aussi appelée
dérivée d’Otto ou dérivée horizontale). La dérivée verticale est une fonction réelle § f(a) € C(R%, R) tandis que la dérivée
horizontale V f(a) € C(RY,R9) est un champ de vecteur.

Définition 8.1 La dérivée verticale de f en « est, étant donné v = 5 — o une mesure de masse nulle définie par

I’expansion de Taylor
fla+ty) = f(a)t(y,5f(a)) +oft),

le produit scalaire étant entendu au sens du produit fonction mesure.

Dans le cas ou f(a) = [g(x) ), on a Vwf(a) = ¢ [gdy = g. Dans le cas ou f(a) = [U(p(z))dz avec

p(z) = 92, f(a) = 400 et U une fonctlon d’énergie interne, si @ n’a pas de densité, on calcule (avec n= %)

ﬂa+ww1/wmm+mu»m
— [ W) + 0 pa)nta) + oft)] do

/f H/ (p(x)) dy(z) + oft)
Donc 6/(a)(z) = U (p(z)).

Définition 8.2 Le gradient de Wasserstein s’écrit donc V f(a) = Vga[d f(a)].
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Théoréme 8.1 Si oy existe, les équations aux dérivées partielles

O+ diviaw) =0 et v=-Vwf(a)

Si on reprend 'exemple avec I’énergie interne, on obtient :

avec v = Vyw f(a) = Vif(a) =V(logp+1) = %, c’est & dire donc 9;p = Ap. On retrouve I’équation de la chaleur.
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