Matthieu BOYER Khélle MPI
Planche A 11/03

Jeu de Shannon ]

Soit G = (V, E) un graphe non orienté. Si T} et T5 sont deux arbres couvrants de G, on dit qu’ils sont disjoints s’ils n’ont
aucune aréte en commun.

1. Rappelez la définition (par trois propriétés équivalentes) du fait qu'un graphe soit un arbre.

2. Le graphe suivant posséde-t-il deux arbres couvrants disjoints ?

3. Soient T et T, deux arbres couvrants de GG. Si e; est une aréte de 77, montrez qu’il existe une aréte e de Ty telle
que T7 — e1 + es soit un arbre couvrant de G.

Pour P une partition de V', on note | P| son cardinal et ||P|| le nombre d’arétes non incluses dans un des ensembles de P.

4. Soit k € N*. Montrez que si G posséde k arbres disjoints, alors pour toute partition P de V, || P|| > k(|P| — 1). On
admettra la réciproque de ce fait.

5. Montrez que le probleme co-PACKING-TREES de décision du fait que G possede k arbres couvrants disjoints est
dans NP.

On considere un jeu & deux joueurs sur un graphe G non orienté avec plusieurs arétes entre deux sommets. Les joueurs
choisissent alternativement une aréte non encore choisie. Si les arétes de B forment un arbre couvrant de G, alors B
gagne, sinon A gagne. A commence.

6. B a-t-il une stratégie gagnante sur

7. Montrez qu’il existe une stratégie gagnante pour B si et seulement si G a deux arbres couvrants disjoints. On
pourra commencer par montrer que sinon, A a une stratégie gagnante.
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Planche B 11/03

Algorithme randomisé de médiane ]

On appelle multi-ensemble une collection d’objets ot un méme objet peut apparaitre plusieurs fois.
On considere I'algorithme suivant qui tente de renvoyer la médiane d’un multi-ensemble S.

InputMulti-ensemble S de n entiers
Choisir un multi-ensemble R de [n3/4] éléments de S, tirés uniformément et indépendamment ;
Trier R;
d « Délément de rang |$n®/* — \/n]| dans R;
u <— I’élément de rang %n3/4 + \/ﬂ dans R;
Comparer tous les éléments de S a d et u;
C+—{xeS|d<z<u};
by {zeS|z<d};
if ¢4 > %0u€d+|C|§%then

return FAIL;
if |C| > 4n>/* then

return FAIL;
Trier C';

return le (L%J —lg+ 1)—iéme élément de C';

1. Montrer que cet algorithme s’exécute en temps O(n) et que la sortie est soit FAIL, soit la médiane correcte de S.

On note
Yi={reR|r<m}| et Ya=|{reR|r>m}|.

On cherche & majorer la probabilité d’échec. L’événement FAIL est contenu dans la réunion des événements sui-

vants :

[ 1
& = Y1<2n3/4\/ﬁ},

[ 1
&= Y2<2n3/4—\/ﬁ},

&=[meCet |C]> 4n3/4] .

2. Montrer que
P(&) = P(&) < irfl“ +0(n™h).

On pose
&V = [[{recle<ml>2], & = [z eClz>m} >,

3. Montrer que & C 5351) U 83()2).
Soit Z le nombre d’éléments de R parmi les L% —2n3/ 4J plus petits éléments de S.

4. Montrer que
3/4
&V ¢ [edgg—zn?»/ﬂ c [Zz ”2—¢ﬁ] .
Pour i € {1,...,[n**]}, on définit

Zi = l{le i-iéme élément tiré appartient aux L%—an‘/‘ij plus petits éléments de S}‘

5. Montrer que

—on /4,
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Montrer que

n3/4 1
Montrer que
n3/4

En déduire que

En déduire que
1
P(&) < 5n71/4 + o(n~1/4).

Conclure sur la probabilité d’échec de I'algorithme.
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Solution: Algorithme randomisé de médiane ]

3/4

Let S be a multiset of n integers and let m denote its median. Let R be a multiset of size n°>/* obtained by sampling

independently and uniformly from S with replacement. Denote
Yi=|{reR:r<m}|, Yo=|{re R:r>m}|

1. Sorting R costs O(n/*logn). The comparison of all elements of S to d and u costs O(n). If the algorithm does
not fail, then |C| < 4n3/4, so sorting C' costs O(n*/*logn). Hence the total running time is O(n). If the algorithm
does not return FAIL, then :

Kdg Sn_guv

n
2
so the median belongs to C. Moreover |C| is small enough so that the returned element (the (|n/2] — ¢4+ 1)-th of
() is exactly the median of S. Thus the output is either FAIL or the correct median.

2. We have

1 1
Y1 ~ Bin (n3/4, 2) 5 E(}/l) = 57’13/4.

Event
& ={Y1 < in¥t —n}.

By Chebyshev’s inequality :

SO
Y; 1
P(&) =P (|Y: - EYi| > v/n) < V(n1> = VA,

Thus 1
P(&) < Zn*1/4.

The same argument gives

1
P(gz) S Zn_1/4.

3. Define
Ex={|{z € C:x <m}| > 2m3/4},

E2={|{z e C:z>m}| >2n51}.
If m € C and |C| > 4n®/*, then either more than 2n3/* elements of C' are < m or more than 2n3/* are > m. Hence
€5 C ELUEL.

4. Let Z be the number of elements of R among the smallest [n/2 — 2n3/4| elements of S.
If £4 < n/2 — 203/, then the event £ implies

5. Let

6. We have
E(Z) =n%/*p < n3/4<% - 2n*1/4) = %n?’/‘l —2y/n.

7. Since Z is binomial,

1 1
V(Z) S n3/4 . Z = 1”3/4.
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. Note that

%n3/4 —Vn=E(Z)+/n.

Hence

M

n

P(E}) < P(1Z — BZ| > v/n) < —22 <

N

. By symmetry,

P(£2) < in—l/‘*.
Thus
P(Es) < P(€}) + B(E]) < gn /%
The failure probability is bounded by
P(FAIL) < P(&)) + P(&) + P(E) < n~ Y4,

Therefore :

— The algorithm runs in O(n) time.
— It returns either FAIL or the true median.
— The probability of failure is O(n=1/4).

n*1/4.
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