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FFT

1. Rappeler la définition de la base canonique de F2[𝑋]
2. En déduire que multiplier deux entiers en binaire revient à multiplier deux polynômes sur F2.
3. Montrer que pour tout 𝑃 , on peut écrire 𝑃 (𝑋) = 𝑄1(𝑋2) + 𝑋𝑄2(𝑋2).

On définit la transformée de fourier (DFT) d’un polynôme de coefficients (𝑥𝑘)0≤𝑘≤𝑁 par le vecteur des

𝑋𝑘 =
𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝑥𝑛𝑒− 2𝜋𝑖
𝑁 𝑛𝑘.

4. Montrer que

𝑋𝑘 =
𝑁/2−1∑︁
𝑚=0

𝑥2𝑚𝑒− 2𝜋𝑖
𝑁/2 𝑚𝑘+𝑒− 2𝜋𝑖

𝑁 𝑘

𝑁/2−1∑︁
𝑚=0

𝑥2𝑚+1𝑒− 2𝜋𝑖
𝑁/2 𝑚𝑘 = 𝐸𝑘 + 𝑒− 2𝜋𝑖

𝑁 𝑘𝑂𝑘 pour 𝑘 = 0, . . . ,
𝑁

2 − 1,

5. En cherchant une expression de 𝑋𝑘+ 𝑁
2

utilisant la périodicité de l’exponentielle complexe, en déduire un algorithme
calculant la DFT en 𝒪(𝑁 log 𝑁).

6. Montrer que 𝐷𝐹𝑇 (𝑃 * 𝑄) = 𝐷𝐹𝑇 (𝑃 ) ⊗ 𝐷𝐹𝑇 (𝑄), la deuxième expression étant le produit point à point.
7. En déduire un algorithme calculant le produit de deux polynômes de degré 𝑁 − 1 en 𝒪(𝑁 log 𝑁)
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Soupe d’hier et d’aujourd’hui.

Dans cet exercice on va chercher une méthode efficace pour calculer le 𝑛-ème nombre de Fibonacci 𝐹𝑛.
1. Donner un algorithme calculant 𝐹𝑛, sans questions d’efficacité.
2. Montrer que si 𝑛 ≥ 1 : (︂

𝐹𝑛

𝐹𝑛+1

)︂
=

(︂
0 1
1 1

)︂𝑛 (︂
𝐹0
𝐹1

)︂
3. Montrer que 𝒪 (log 𝑛) multiplications matricielles suffisent à calculer 𝐹𝑛

4. Montrer que chaque calcul implique 𝒪(𝑛) bits.
5. Conclure que le temps de calcul de la procédure est en 𝒪

(︀
𝑛2 log (𝑛)

)︀
.

6. En supposant que 2 entiers sur 𝑛 bits peuvent être multipliés 𝒪 (𝑀 (𝑛)), peut on prouver que la procédure nécessite
un temps en 𝒪 (𝑀(𝑛)) ?
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Tset

Des capteurs équipés dun émetteur/récepteur radio sont déployés sur une région plane. La position de chaque capteur
est identifiée par ses coordonnées cartésiennes (𝑥, 𝑦). Les capteurs doivent transmettre des données à une station centrale
située aux coordonnées (0, 0), qui est elle aussi équipée du même émetteur/récepteur radio. Tous les émetteurs/récepteurs
possèdent une portée effective 𝑟, ce qui signifie que deux radios peuvent communiquer si et seulement si leur distance est
au plus 𝑟. Cependant, les capteurs et la station de base forment un réseau : ainsi, deux dispositifs qui ne peuvent pas
communiquer directement peuvent tout de même communiquer indirectement par lintermédiaire dun ou plusieurs autres
dispositifs servant de relais. Voir lexemple ci-dessous.

Nous avons quatre capteurs 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, ainsi quune station de base 𝑆. Les cercles représentent la portée de chaque
radio. Le capteur 𝑎 peut communiquer directement avec la station de base, et le capteur 𝑏 peut également communiquer
avec la station de base grâce à 𝑎, qui agit comme relais. Les capteurs 𝑐 et 𝑑 peuvent communiquer entre eux mais pas
avec 𝑆.

1. Faites un dessin de la situation.
2. Écrire un algorithme Check-Connectivity(𝑋, 𝑌, 𝑟) qui, étant données les coordonnées de tous les capteurs sto-

ckées dans les tableaux 𝑋 et 𝑌 tels que le capteur 𝑖 se trouve aux coordonnées (𝑋[𝑖], 𝑌 [𝑖]) ainsi que la portée de
communication 𝑟, retourne true si tous les capteurs peuvent transmettre leurs données à la station de base, ou
false si un ou plusieurs capteurs ne le peuvent pas. Analyser également la complexité de votre solution.

3. Écrire un algorithme Minimal-Connectivity-Range(𝑋, 𝑌, 𝑡) qui, étant données les coordonnées de tous les
capteurs stockées dans les tableaux 𝑋 et 𝑌 , ainsi quun seuil de précision 𝑡, retourne la portée radio minimale 𝑟
garantissant une connectivité complète. Le rayon obtenu 𝑟 peut être une approximation du rayon minimal réel 𝑟 à
une précision 𝑡 près, cest-à-dire telle que

|𝑟 − 𝑟| ≤ 𝑡.

Analyser la complexité de Minimal-Connectivity-Range.
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Plus petit produit de chiffres

Étant donné un entier positif 𝑛, et un entier 𝑡, donnez un algorithme renvoyant le plus petit nombre plus grand que 𝑛
dont aucun des chiffres n’est 0 et dont le produit des chiffres est divisible par 𝑡. S’il n’en existe pas, renvoyez −1.
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